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BEISPIELE AUS ANDEREN WISSENSGEBIBTEN IM MATHEMATIKUNTERRICHT

Walter'Kranzer, Wien

Die durchaus legitime, immer wiederkehrende Schiilerfrage nach dem
Futzen dieses oder jenes Teilgebietes der Mathematik wird am Uber-
zeugendsten durch Anwendungsbeispiele aus 2nderen Wissensgebieten
heantwortet. Daneben existiert noch eine Reihe weiterer Griinde, fach-
fremdes Gedankengut in den Mathematikunterricht einzubauven:

{(a) Da gilt es einmal, das "Jsheuklappen-Denken™ zu bekdmpfen, das

keinen Blick iiber den Zaun des eigenen Paches wirft. ¥Wie oft stehen
Schiler einfachen mathematischen Uberlegungea hilflos segeniiber, nur
1 si= im Unterricht eines anderen Gegenstandes anfallen, obwohl
die Sechiiler denselben Anforderungen durchaus gewachsen wiren, wiirden s

se im Rahmen des Mathematikunterrichtes erhoben werden. Deshalb
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werden auch vem Cesetzgeber fachibergreifende Themenstellungen ge-

wiinacht.

(b) Bin anderer pHdagogischer Vorteil ist in der Mdglichkeit zu
arblicken, zugleich mit der Motivation auch Interessen zu wecken, die
dzm Schiiler die nihere Beschiftigung mit der angebotenen Materie
schmackhaft, ja begehrt machen, nnd so den einen oder den anderen Ju-
gendlichen sogar zu selbstindigen Arbeiten auBerhald der Schule ver-
anlaasen,

{e¢) Das bloBe Auawendiglernen ven Formeln ist sinnles, ist oft Ur-

sache der Abneigung gegen die Schule. Erst die PHhigkeit, Formelo nu-

merisch auszuwerten sowie dis Ergebniasse inhaltlich zu deuten, rscht-

fertist die Vermittlung von Formeln. Tn der Ceometrie gelingt das of

Sehwierigkeiten, nicht so in der Fhysik, die vor allem von dieser Ha- 3

T

rwipulationsschwiiche betroffen ist, Es kostel dem Mathematiklehrer |

xeine Sekunde, wenn er etwa in der Potenzrechnung physikalische For-

seln zur zahlenmiBigen Auswertung heranzieht. EFr unterstitzt aber den
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Physiker ganz erheblich an dessen Bemilhen, cperative Wendigkeit in
Sinngebung und Gebrauch physikalischer Formeln zu erzielen.

(d) In den Naturwissenschaften - namentlich im Mikro- und im Ma-
krobereich - treten hdufig Zahlenwerte von extremer XKleinheit bzw.

Gr8Be auf. Das Bemithen, von der CGlaubwiirdigkeit derartiger numeri-

scher Resultate zu iberzeugen, %Xann nur darin bestehen, in den vielen
Fdllen, in denen das mbglich ist, an Hand klarer, unbezweifelbarer
MeBdaten mittels konkreter Rechnung die bestaunten Zahlenwerte zu ge-
winnen. Da dies zudem oft mit elementarsten Mitteln ~elinct, ohne Adep
mathematischen Rahmen zu sprengen, darf die Verwirklichung der ange-
deuteten Unterrichtskomponente hohen allgemeinbildenden Wert bean-
spruchen.

(e) Steter Tropfen hohlt den Stein. Wenn der Schiiler einen Gr&Ben-—
wert, sagen wir die Loschmidt'sche Zahl nicht nur einmal in einer
Chemie~ und Physikstunde hort, sondern ihm auch bei etlichen Mathe-
matikbeispielen begegnet, dann ist anzunehmen, daB die Zahl besser

in seinem Geddchtnis haftet, als wenn das unterbliebe. Das gilt nicht

nur fir die Loschmidt'sche Zahl, sondern fiir zahllose andere Daten
wie die Massen elementarer Bausteine, der Sonne und der Erde, die
Idnge des Lichtjahres, die Zahl der Sekunden eines Jahres, die Zeit-
rdume erdgeschichtlicher Epochen, die GréBe von Bakterizn und Wellen-
ldngen u.s.w. Deshalb ist es in hBchstem MaBe wiinschenswert, seitens
der Mathematik anderen Fdchern Hilfe angedeihen 2zu lassen, zumal da-
bei kein Zeitverlust fir das facheigene Unterrichtisprogramm auftritt.
Als Physiker bin ich leider naur imstande, die nachstehenden Illu-
strafionsbeispiele der Physik zu entnebhmen. Kollegen, die einen an-~
d2ren CGegenstand als Physik neben Mathematik vnterrichten, @a8gem dadurc
ermuntert werden, meine Einseitigkeit zu iiberwinden, indem sie aus den

von ihnen iiberschauften Bereichen #hnliche Beispiele zusammenstellen
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wnd uns allen fir den Gebrauch im Mathematilunterricht anzubieten.
Nun aber menuz der einleitenden Bemerkungen, im folgenden sollen
die Rejapiele in ihr Recht treten. Sie werden - sowait derartige Ab-

rronzinsen mOclich sind-nach mathematischen Teilsebleten gegliedert.

Gleichunmen., Mit Hilfe des Bepriffs der Relativgeachwindigkeit er-

1aubon wmanche Bewesungsaufgaben die L¥sung ohne Ansatzgleichung, wo-
mit 3ie den untersten Schulstufen zusiinglich wverden, was cetwa fir die
Verkehrserziehung niitzlich ist.

(1) Uhrﬂnbeispielz Wann kommen die Uhrzeigser zum ersten Mal nach

1?2 Uhr wieder zur Deckung?

achlieBlich von der Winkelpgeschwindiskeit der UThrzeiger sprschen! Sie

betrirt 6°/min bzw. 0,5°/min flir den groB8en bzw., den kleinen Zeiger.
Per rrofle eilt mit 5,5°/min dem kleinen vor und bholt ihn won "hinten"

nach 360°: 5,5° /min= 65,57- min, also sﬁ- »in nach 13 Uhr ein.

(2) Uberholen: Nach der Skizze setzt ein 4m langer Kraftwasen mit
der Geschwindigkeit vy im Abstand von Sm hinter dem ebensolangen Kraft-
waren, dessen Geschwindigkeit v, ist, zum Uiberholsn an und beendet das
MapBver im Abstand Sm vor dem Uberholten Pahrzeug. Man bderechne Uber-
holzeit und -wegz!

Lissnng: (a) vy = 108km/h = 30m/8, v,=0m/h=25n/3, v__, = 5n/3;

t=18/53 = 3,683 8=3,6.30m=108n.
(v) vy = 120km/h = 100/3n/e, v,=90mm/h=25a/s, v, =25/3a/s;
t=18:(25/3)s =2,16m/s:8=2,16.100/3m = J2m.

2rlbst der raschere Fahrer bendtigt 72m von der Udberholfahrbahn also,

da sirch auch ~ntzegenkommende Fahrzeuge bewasgen, 144m freie lberhol-

strecke, um ohne Schaden die alte Spur wieder zu erreichen!
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(3) Zugsbewegung: Salzburg (S) und Wien (W) haben etwa d =300
Pahn-km. Abstand. Von Salzburg fihrt ein Zug (Linge BAm) mit 60km/h
nach Wien, gleichzeitig startet ein Zug (Idnge 91m) mit 90km/h in
W. Richtung S. (a) Wann und wo begegnen sie einander? (b) Hie lange
wihrt das Aneinandervorbeifahren wihrend der Begegnung?

ILosung: (a) Die Ziige bewegen sich mit der Relativgeschw. 60+ 90km/h=
-~ 150km/h. Die Begegnung erfolat daher nach d/(v1+v2)==300/150h==gg
im Abstand 2.60km = 120km von S und 2.90km= 180km von ¥.

(b) Zu Beginn der Passage liegt zwischen den SchluBlichtern der bei-
den Zige die Summe der Zugsldngen als Distanz. Die Vorbeifahrt dauert

gomit t= (1.]4-12)/(?1 +v2) = (84+91 )/(%94- 25)s=4,23,

wihrend in den Aufgaben (1)~ (3) die Eleganz des L8sungsverfahrens
auf der Verwendung des Begrifis der Relativgeschwindigkeit beruht, komm?
in der nichsten Aufgabe - wegen der Forderung nach ganzzahligen LO-
sunrewerten - ein wenig Zahlentheorie zur Geltung. Aufgabe (5), (6)
fiihren anf quadratische Gleichungen.

(4) Widerstandsschaltung. Zwei parallel geschaltete Leiterstiicke

mit den slektrischen Widerstinden Ri,R2 sollen den Gesamtwiderstand R
nahen. Welche genzzabhligen Ohmwerte duran R1,R7 habanp, wenn R man7e-

zahli~ vorzegebon ist?

ILiisun~: Die Arei Widerstinde mussen die Gleichung %:w%—4-§" er-
1 2

fiillen. Nach Beseitirung der Nenner und Reduktion der rechten Selte

auf Null ermibt sich Ry.R,=-R(R, +R,) =0 oder Ry.Ry-R(R +R;) +R% =1

-

2 : :
(Rr-R).(R?-R)?R =a.P, n ,FEN. R,*‘R‘r(). RZ—R=B, R1 =0.+R,R2:?+R.

2

7ahlenbeispiel: R=10, R R R

1 2

T.1T60 171710
. 50 12} 60

o
.
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25 141 35

20 151 30 j
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{5) Gravitation. In welchem Abstand x vom Erdmtttelpunkt liegt der

Punkt P der Verbindungssirecke Erde-Mond, in dewm die Cravitationskrif-

-~

te der helden XSrper einander aufheben? Gravitationsgesatz: F::G.m'.mz/r(

L‘?

Distang Erde-Mond = 384 000 ¥m, die Erdmasse m, ist 8! mal gréfer als
die Mondmasse my. Die Gravitationskonstante ist hier unwichtig.

I8sung: Ein XOrper der Masse u wird im Punkt P von der Erde mit der
Iraft G.B!mz/xz, vom Mond mit der Kraft G.mzl(d-x)2 in entgegenge-
setzter Ricﬁtung angezogen, Die resultierende Kraft ist Null fur
G.B!mz/xzzze.mz/(dmx)z. Daraus folg 81 (d-x)? = x°. Wegen d> x> 0 darf
belderseits die Wurzal gezogen verden mit dea Brgebnis x=0,9.d=345 00Qkn

{5) Blastischer StoB8. Beim zentralen StoB zweier elastischer Xu-

geln (Massen m‘,m2)bestehenzwlscﬂen den Geschwindigkeiten vy,v, vor
und jenen uy 5y nach dem Sto8 die Gleichungen
m1v|+m2v2==m1u1-km2u2 ess Impulserhaltunsg
2 2 2

o m2v2 o m2 2 En ieerhalt
-T T—T T oo ers er UﬂP,'o

Wy o, sind zu bestimmen'
Das Ergebnis lautet: u, = { 2myvy + v 3 (my -mz)]/(m' +m2) ,
u2==[2m1v1-Pvz(mz-m')]/(m'+m2).

Provorticonen. Xlagen, daf man bei der Yerwenduns von Proportionen

i3 Physikunterricht auf Schwichen der 3chiler atdlt, legen die Ver-

endung ainschllgiser Aufsaben im Mathematikunterricht pahe. Die hiu-

g
i

fige VYerbindung solcher Beisplele ﬂit Potenzen wird lam Abschnitt
"Potenzen” ausgeniitzt.

{7) Pormiinderungsarbeit. Der Schaden bei der Kollision eines Fahr-

zenszs mit 2inem undbeweslichen Objekt hiingt von der Ceschwindigkelt v

A28 Pahrzeuprs adb, Br tritt im wesentlichen ala Forsinderunesarbeit an
- 2

Manach und Maschine in Erscheinung, ist also - nach der Formel B=mv®/2

fiir die kinetiache Pnergie - zum Quadrat der Ceschwindigkeil propor-
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tional. Angesichts des Unfallgeschehens iot disz Schule verpflichiet
die Gefahrensituation konkret und eindrinzlich zu schildern.

Die Aufzabe: Wia vorhalten aich dle kinetischen Energien von Pahr-

zeugen, di2 mit den in der Tabelle angegeubenen Geschwindlgkellen un-
slastisch mit einem nnverrlickharen Hindz:wias kollidierean®?

{tm/h) {18 36 54 |72 90 108 144 180 Dis gesuchten Ver-

(mfs) |5 10 15 {20 25 30 40 SO
1: 4: 9:116:25: %6 : 64100

¥in 13 1,56:2,25:4 3 5,295

Ader Tabslle angeflihrt. Ihre Sprache ist elndrinsiicher alz alle ab-

- hHltnlsse sind in den

I . __
haider letzten Zelilan

atrakten Brmahnungen!

{8) Schwerebsachlaunigung., Dis Jchwarebsschleunlsgung x 18t zum Juva-

drat der Entfernung v vom Zentrum des felderzeuwsenden Kirpers verkehrd
vroportional. {a) Yie gro8 ist die Schwerebeschleuniguug seiitens derp
Brde in der Entfernung R des Mondas (R =60 Bedvradicza r)? (b) Yie lsng
it der Pallvez von dizsem Abstand aus im 2iner Stunle
Lgsung: {a) g{R): g(?}zziz : 502, ple)= 10s/5°, g(R) = 10/60° =

(b) 5 =BRL. 227 . 5600%um = 17,50,
Potenzen (mit Proportionen)

(9) Wie gzroB ist die Schwerebesnchlounisune auf der "Oberfliche”
2 5 -
ar Sonne? {Pormel: g=GW/r", Grav,-Harat, § =5 10 Gi-Binh.,
0 3
246-.-2.103 g, rg:?.i'{') ).

Ldsung: P w?“ém/a , ausgedriickt Jurch dis Brdteschlisunizuns
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iosang: Nach der Formel ia (9) ist g zur fnsse B direkt, sn r ver-

©“ohrt proportional., Da der N-3% dia doppelta Jonnensasne und den

;-‘,In'r’..fnvhen Sonnenrading het, oilt
Tl D -5.2 anll
S 2/(2.4077) ,ge-.-[:e/(?.m %) Jo28pp a=1:4.10" "Lop 4,-

i P

Yoranschaulichung: ‘!mm3 Wasser wiegt dort soviel wie !40133 Yagserauf der Brda

{11) "Zroberung” des Weltraumes. Das licherliche Cereds von der "Er-

abheruns® des ¥a2ltpraums durch Raumaonden in der Presse verlangt, dag

4ie TSehule die Yerhdiltnisse flir die Jugendlichen zurechirflickt und den
srofsprecherisshen Verzerrungen, hinter denen Thwissenheit, Sensations-
sier und Profitsucht stecken, mit achlagkriifiigen Argumenten antgegen-
britt! Ansenommen, man kSnnte mit Raumsorden im Planetenayastem (Durch-

AarPaReTr

Apa ™ 12 Mrd.%m) so herumkutschisren wie dzt. mit Plugzeugen auf
der ¥rde. Denkt man aich das Universum (Durchmesser des heute liber-
hlirkbharan Kosmos dU: 2.1010 LJ.) auf die Gr8e des Sonnensystems ver-
yiminert, 30 orhebf sich dis Frage, welche Distanz 2 im verkleinerten
Mad»11 depr angenommenen {weit Ubeririebenen) Reichweite der heutigen

Ravmmigscsionen entapriiche.

Losunc: 1 Jahre hal 3,16.1073, die Lichtgeachwind!lgkeit ist c=3.108m/3,

nls0 hat ! LY {die Diatanz, die das Licht in 1 Jahr zurticklegt) ca.

1053016 26

]
1D ﬁa, Drans folst dU==2.30 m=2.10""m, ¥ =2rh}ilt man aus der

Proportion Xid g = il ?83‘1‘0' ats dPS =1 ,,2’.‘3()1 33. x=90,7m.

Dies Roichuwetite oiner noch zae niceht erreiﬁhtﬁn-ﬁauﬁfahrt»?erfektion
rorhdlt altsh zar Gridfe des Universums ebeanso, als wirde 2in Mensch
1ia Staatasrenve um 72cm Uberschrsiten wnd dann trizmphiaren, ar hiitte
dan Sonnensystem eroberd!

. . - 1 . >
(12) 4ieviele Protonen {Durchmesser d,% 2,10 ®a) hHtten, kinnte

win in mnaz dicht nebaneinandar packen, Platz im 'niversum (Durch~

’6

resner A, = 2.10" "m)?




- 19"
Losung: Das Volumen ist zum Kubus des Radius proporticnal. Daher

int die sesuchte Anzahl n gleich dem Kubus wvon dU/dP

ne (2.1026/2.10715)3 = 10" 20,

(13) Interstellare Materie. In den ven Yasserastoffwolken freien

Trilen des Raumes zwischen den Sternen hefindet sich im Mittel ¢in

_27kg) in jedem em’. (a) Welche Masse M be-

H-Atcm (Masse mH:=1,6.1O
aitzt die interstellare Materie im Volumen der Sonne (r - 7.10" m),
innerhalb einer Kugel von 1 Lj (# 10'®n) Radins?

Losung: (a) M= r4"(7 10 )3] .10 2?{0-—2 200+%, denn die Dichte
ist p=1,6.10 27/(10 kg/mj.

Veranschaulichung: Ein Steinwirfel sgleicher Mazse der Dichte Q,St/m5

hitte nur die Seitenlinge s::jZEﬁﬁ??,ﬁm-:QJSm.

(1) M = [““(10’5)3].1,6.10‘2’ <h

kz=6,4.10" kz.

Yeranschaulichung : Juviter hat die Masse 1,9.?0“7kg, aiso entspricht

M etwa 3,4 Jupitermassen.

(14) Fluchtgeschwindigkeit. Welchen Radius R miiBte die EBrde (rméﬁd.ioéﬂ

hei oloichbleibender Dichte haben, damit die Fluchtgeschwindigkeit Vp
2 —y . .5 Ny i : 3 ..
von ihrer Oberflidche gleich der Lichtgeschwindigkeit c=3%,10"m/3 wire?
7y = STEHTTY
Lsung: Nas Problem wurde pereits von laplace aufgeworfen, Bine elo-
fache Provortionalitdtsiiberlegung fiinet rasch zum Ziel. Wenn sich der
Radivs (bei zleichbleibender Dichte) ver-n-facht, dann folgt daraus
. 3 , 3, ,
r - n.r> M n’.e, also vy 2 /0 /0.Vp =00y, n=c/vgs
4

v. von der Erdoberfliche betvigt 11,2km/s, daher

4 4

¥
n=3%.108/1,12.10%=2,7.10
R:6141106.2,7‘104m::1 7 1Q1im’

1 18 .
Veranschaulichung: Cemessen am Erdbahnradius = 1,5,10 'u, wiirde die ver-

sréBerte Brde eine Kugel sein, in der die ganze Brdbaun bequenm Platz

finde.

£ @.ﬁ&mm@@m,mwmmh:,3-' W“’L 4,
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15) Ochwareschildradiua. Yira ela Jtarm iafolaze seinar (geniipend

Anzas durch die elzene Uheralehiig sswordene Sehuwsrkrall 30-

cazn i . i ™
aach suflsn driangan, Per

X)), (») der Irde {E = B, ?ﬂzghg}? Dia Gravie

o i , ¥4 i
tationshongtante 3 = g_, i0 Sl-Binhaiten,

2 30
Idsapng: {a) R 3i¢20 2.2,3030fi3.?@8)zm:=;km.

{%»} B, dat 2ur Yesss proporitonal. Die Svdmasse 1ot

73% £ ileiner als A, also 3B{$£@? ﬁ {Sonne )/333 00 =1
{93} -
“2 @

1 5 9
L dar Jonpe,

iagtelasehan Gloiching B=%8,5") srlgidet dadvrch die Sonne

.
4, ; o T Y B s Tudf b aid Wan B Aozeesas oo celllos
2P0 Tzkunda, (¢ ) sglchen Druchiteil lhrar | iL*.J‘iBe BRAETLe 3712 =3 ganavanLer

Blimiration.

Preize a1l Sprung, Pir Palllidhe {(Onpunghihe) und

dixkait nach § Setunden {Startgsschwiadizkeit) gelten die Pormeln

Hzgo tz, Vo gato

{a} Welche Bezizhuneen destehsn zwischen H und ¥? (D) Mit welcher
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Gegchwindigkeit v mul wan hochspringen, dzait der Schwerpunkt um
H=0,8m gehoben wird? {(c) Wie hoch uwire derselbe Sprung aufl dem ¥ond?
2 - 2
& 9 o | .
(Zgrge™ 10m/8%, &yopg = 1, 6m/s")
Lbsung: (a) Die Elimination won % liefert die Formeln

v=J280, H=v"/2g. (b) v=J2.70.0,8a/s = 4m/s. (c) v=4n/s> A=16/2.1, 6051

Veranschaulichung: Auf dem Mond XkX8nnte man vom Boden leicht Jdurch das

offene Fenster in den !. Stock springen. Die Sprungdauer T bis zum
Wiederberihren der Absprungebene ist die doppelte Steigdauer, nidm-
lich T::Z.t::Z.v/gMond:=§4? 8, das ist ziemlich lang!

I Funktionen.

(18) Kondensatorfeld. Ist P eine Zbene, ait vositiver Dlektrizitit

geladene Platte, so ist die potentielle Bnergie U ciner negativen la-
dung proportional ihrem Abstand von P: U= k.|x{. Zwei parallele cbene
Platten im Abstand 4 bilden einen Rondensator (3.ALb.). Die linke
Platte Pl gsel positiv, die rechte Pr ¢benso stark negativ geladen.
HMan bverechne (fiur k=1) den Funkiionsierm und zeichne den Funkiionsg-
graphen fir die potentielle Energie U!

Losung: Die linke Platte liefert den Deitrag Ul::iXQ, die rechte

\

den Beitrag U = —| x-d] , also ergibt sich U=zl = |x-d| oder, auf die

Gebiete I,II,III zugeschnitten, U, =3, U.. =22~d, U, =d. Der Funk-
i i1 iTx
tionsgraph ist die stark ausgezogene Linie in devr Abbildung.
Dies ist ein Beispiel fi'r das Auftreten der 3etragstunkiion in

Physik und Technik!

Verknipfungen.

{(19) Fihrt man R =v/c ein, so lautet das kXlassische Theorem der

Geschwindigkeitsaddition Prr(ifﬁ?,' in der reiativigtischen Kinematik

8,48,

hat es jedoch die Form 3=:ﬁ1@fb “1@3“? Aan beweise, daB das Var-
2

(‘;’

niipfunggagebilde (|B| < 1,9 ahﬁtsbhloasen gegeniiber der Verknipfung
s » 2 Bl 3 g >

® ist!
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IAcnune: B8 wird also behauptet -1 <§-‘ +”2< 1 fiir alle |P, 2! <t
dnven depr Yoraunssetzuns Uber F ist der ﬂinner gtets positiv, d.h. es8
4arf mit ihm jeder der dreil Terms in den Ungleichunzen ohne Polgen
maultipliziert werden.
-1 _f'S?Q p'F? F‘ +82< 1 +P‘F2 Die Ungleichungen
0<’(1*F‘)(1+P2), 0<’(‘—B,)(1—92). in der letzten Zeile
sind 1t. Yor. iiher P stets erfiillt, denn 2lle Xlammerausdrilcke sind

positiv, wrbw.

Vernnschanlichung: vy = v, = c/2, Py=P,=0,5.

0,5+0

1+(0,5)

¢ ist wnerreichbar!

Zur Selbsttitiszkeit interessierter Schiiler Xann aan diese auffordern,
drn Gruppencharakter des Verknlipfunegsbildes zu beweisen.
Vektoren

(?0) Rraftsystem. Drei gleicharofe Mazsdn M, die einander zravita-
tiv anziehen, attzen in den Fcken A,B,C ainea gleichselitigen Dreiecks
dopr Oeitenlines d (s.4bb.). Dns vektoriell zeschriebene Cravitations-
vosetz lantet 3‘?=:E:2%:32-9‘é'5'2 13t die Kraft, »it der =, von m,

anrezoren wird, P1o ist der Vektor von m; nach ny. Yelche Xrafi 2

wirkt auf die Masse im Punkt O°

>: Rezaichnen BA’EB die von den Masgen in A bzw. B anf dis Masse
in 0 auageriibten XriAfis und s8ind ?m:ﬂﬂzla? ihre Batr#ge {(nach dem
Gravit.,=-fien,), asn =ilt
3, (-F/2, -PS3/?),

» R=§, +3,= (0,-F/3), ‘i";-f!.
3g- ( #/2, -BS3/2), d

Numerische Approximationen

{(21) R=lativistische Massenzunahme. Die Ruhmasae m, sines ait der

Tegehwindipkett v relativ zum rohenden Beohachter B hewesten ¥dcrpers
whAchat file B auf m:smn/J1-ﬁE, p=v/r, an. Man ontwirkls Miherunsafnr-

meslm Vi m wonp ("\ 'Pl <(1. (h) 'P"r,ﬂ-'\, n’h’-(', fj_]'.
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Ihsung: (a) Wenn IPI sehr Xlein ist, darf man approzimativ so rechaen,
1ls ob die Verkniipfungsregel ?2==0 gidlte. D.h. alle hvheren Potenzen
von P werden gleich Null gesetzt.
Rehanptung: 1//1-¢ =1 +-%‘ fur |e] << 1.
Reweis: 1 (3-*5)2.(1-2)

1 (Y ++0)(1-¢)

1 1-0 wZbw,
2

2 m. v
g o e e , 2 2, 0
Daraus folgt fir mm= mo(1<+%y) und m.c ~m,.c + 5

= E.

Der zweite Summand ist der bekannte Ausdruck fir die kinetische Ener-
gie. Also bedeutet auch der erste aus Dimensionsgriinden eine Energie!
Dies ist die Ruhenergie einer M2sse g in ihr kommt die Aquivalenz
von Masse und Energie zum Ausdruck!
{(b) |”] =1, A =(c=v)/c. m:mo/.jl-(i—h) zmo/ﬂ.
In den groB8en Teilchenbeschleunigern nimmt n::m/mo sehr groe derte
an, die gemessen werden konnen. Daraus folgt fir den "Defekt™ der

2

Teilchenreschwindigkeit c-v gegeniiber c: c¢c=-v=c¢/2n",

Veranschaulichung: In der grofBen europidischen Beschleunigeranlage CER

bei Genf erreichen Protonen gut die 400faciHe Ruhmasse:
c-v:=3.109/2.d002m/sz 9km/s, sie sind nur mehr nm 9km/s langsamer als
das Licht!

Folzen

(22) Gaskompression. Jede Betidtigung einer Fahrradpumpe erhdéht ibhr

Temperatur, weil die Kompression von Gasen stets mit ZrwiArmung ver-
bnnden ist. NDas einfachste Modell, das den Grund fir die Erscheinung

i]'

D

ratehen 15H8t, ist ein Rohr, das auf einer Seite unbeweglich abge-
schlossen iat, wdhrend sich vom anderen Ende her =in Stempel mit der
konstanten Geaschwindigkeit w dem festen VerschluB nidhert., Falls sich
im Inneren des Rohres eine elastische Kupel parallel zur Achse des
Rohres gzleichfdrmig bevest, erfihrt sie bei jeder 2lastischen Kolli-

gion mit der Wand nnd dem Kolben eine Reflexion. Dabei 4ndert aich nur

O A S g
AL ™ A0 R AR Y B A
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am Kolhen der Betrag ihrer Geschwindigkeit, der beim Rﬁckprall von
der Wand erhalten bleibt. Beginnt der Yorgang mit der Kugelgeschwin-
digkeit Vo= Vs 50 bilden die Geschwindigkeiten ML TALIEEEE AYRER nach
der 1., 2., ... n=ten Reflexion am Kolben eine Folge (vn). Die Polge
ist {a) rekursiv, (b) durch den erzeugendeh Term darzustellen!

L¥sunz: (a) Fir einen Beobachter, der aich mit dem Kolben bewegt,
indert die Relativeeschwindigkeit der Xugel bzgl. des Xolbens bei
jeder Reflexion am Kolben nur ihr Vorzeichen. Diese Relativeseschwin-
diskeit hat fiir den bevegten Beobachter bei der Anniherung an den Kol-
ben nach der n-ten Kollision den Betrag vn+v. ebenso nach der (n+!)-sten
¥ollision. Flir den ruhenden Beobachter hat die Kugel nachher jedoch

die Geschwindigkeit vn+‘==vn+2w, v°==v, weil ja die Bigenbewegung des

Zolbens hinzuzurechnen ist. Das ist nun die zesuchte Rekursion.
{(v) (vn) ist 2ine arithmetische Folge mit dem erzengenden Term

v_=v+2.n.w.
R « SR

Bemerkung: Bewegt sich der Kolben vom festen Rohrende weg, dann ist w

dnurch -w zu ersetzen. Der Proze8 endet, scbald v < v wire., w bleibt

n+i
im ersten Fall (Xompression) nur durch Arbeitsverrichtung am Kolben
¥Yonstant: Das Aufpumpen des Pahrradreifens ist daher anstrengend.
Abainkende Luftmassen werden infolge des Ubersang in Schichten hitheren
Drucks komprimiert, also erwirmt!

{23) Thermalisierung von MNeutronen., EBine Hupgel X der Magase m und

1er Xinetischen Energle Bo stoBe zentral und 2lastiach mit siner ruhen-
den Kugel der k-fachen Masse zusammen, ¥ach dem Stel hat die Kngel X
die kinetische Enersie B, =B (F"T)z

{a) Man sehe die Polge (En) filr sukzessivez Kollisionen wvon ¥ an lauter
ruhenden Kugeln der Masse k.m an! (b) Wieviele Xollisionen muB ein
hochenergatisches Neutron an Xohlenatoffatomen erleben,bis seine Bner-

zie auf den 10R-t9n Teil vén Eo zesunken ist (dann hat das Meutron




- 85~

dieselbe Energie wie die Molekiile der ILuft im Zimmer)? Das Kohlen-

12

stoffatom “C hat die 12-fache Masse des Neutrons, k=12,

Ldsung: (a) Die B, bilden die geometrische Polge

E

il

- k-1 2n+2
n+1:=En'(E?T) ( ) 8

n _ o ¢11\2n _
(b)ﬁn'““o(T3) , n=551,.,
Die Thermalisierung ist nach 56 St88en erreicht.

Trigonometrie

(24) Beugung am Spalt. Trifft ein Lichtstrahl (Wellenlinece ) auf
einen engen Spalt, dessen Breite nur wenige Wellenlingen betrigt, so
geht das Licht hinter dem Spalt nach allan Richtungen weiter, man
sagt, es wird gebeugt. (a) Welchen Cangunterschied haben die von zwei
im Abstand d/2 befindlichen Spaltpunkten A,B (s.Abb,) nnter dem Win-
kel a gegen die Einfallsrichtung ausgehenden Teilstrahlean? (b) Beim
Gangunterschied 6n==n.l, n€ N, verstirken die Strahlen einander, auf
dem Schirm im Abstand a zum Spalt erscheint eine helle Linie als
Spaltbild. In welchem Abstand : vom- Schirmmittelpunkt M erscheint
die Mitte einer hellen Linie fiir n=1 und n=27?

Lésung: (a) Aus der Figur folst 5r:g . 3inna.,

B e —

(b) Pir d=10""m, A =5.10 'm, 2 =0,2m erhilt man:

-6

n=1: g—-sin a, =, 5.10™%.sina, =5.10"7, 0,=5%4", y, =2cm.

- : - o
n=2:S.H)Gﬁlna2=25.ﬂ)7,q2:3132& ¥, =4,08cm.
(25) Schwebungen. Die Uberlagerung von zwei harmonischen Schwin-
sungen y,::sinsnit. yzzzain mQt, deren Kreisfrequenzen (= Zahl der

-"1

Schwinsungen in 2w Sekunden) sich nur zanz zeringfiigig unterschei-~
den, gibt die Schwingung Y:=y1+y2@ Thr Zeitverlanf ist zu diskutieren! |

Ldsung: Nach dem 2. Summensatz erhilt man

1) 4 ﬂl - g 5
Y==2.31n-—7?~45 ros -Tr~~t.

Der sin-Faktor ist rasch, der cos-Paktor weaen %ﬂ‘vuﬂ {<431 nur sehr
«

lanssam verfinderlich. Bei Schallwellen hdrt man al so einen periodisch

. W 3y TS R "”Wﬂ’
B oS § S b S s Koot s oh a0 ok LB 3

qnqohwe1l°nden und abklingenden “on. (*,“‘,)




(26) Stehende Wellen. y1==A.sin(1-vt) beschreibt zine zit der Ge-

genwindigkeit v nach weeh*s, 12..3 .3in{x+vt) eine ctensolche nach

3 1

links fortschreitende Welle. Man diskutiere die Uberlagerungsschwingung

"

Tisung: Jach dem 2, Jummensatz 2rhdlt aman T::y1%32z=(2ﬁ 3in x).cos vk

Lo 0

Der Xammereuvsdruck hdngt nur vom Schwingungsort x, der andere Faktor

aur von der Zeit ab. D.h., Jjeder Punkt der Seite achwingt mit der ihm zu-

sehdrigen Anplitude, die bei_z::nn ihre Maxima, bei x=;(n+?)w-ihre
Hullstellen (Knoten) hat. {(8.Abb.)

(27) Drehstrom; Man zeige, daf drei Wechselspannungen gleicher
implitude und Frequenz, dis gegeneinander um T/3 baw. 2T/3 phasenver- ;
achoben 3ind (T = Schwingungsperiode = 2n/o, &-KP¢13A?°Quanz-—Zahl der
Jehwingungen in 2¢ Sekunden), einander aufheben!

Ldsung: Die -drei Spahnungén haben den Zeitverlauf
U, :Uo.s-in wt, U2:2U°a;31n(mt'+%?—), U3 U .8in(wt + 5) Die Gesamt-
spannung ist daher U==an[sin=ntvhsin&ntv+j§)-+sinéat~+frd], Der |
zweite 3Summensatz, angewandt auf den ersten und dritten Summanden rechts,

zibt U=U_.[ 28inlt + eg-).cos 2T 4 ginlat + ?3‘1)] =0, wzbw.

3

Begonders einfach ist die vektorielle Methode. Man faBt jede der

l:'l

drel Spannungen als die Projektionen eines um den Hxspfuﬂg mit der

dinkelgeschwindigkeit w rotisrenden Vekioren auf die y-Achse auf. Die

-t

&

Arei Drehvektoren ﬁl, 2, (s Abb.) haben die Anordnung eines Drei-
Ipeichenrades (4a1audvam3ta1n;, ihre Vektorsumme ist der Nullvektor,
also ist auch ihre Projektionssumme Null.

(28) Gleichrichtung. Gleichgerichteter Wechselstrom wird nur in

siner Richtung geleitet. Wie lautet der seinen Zeitverlauf beschrei-
rende Punktionsterm, wenn der urspringliche Wechselstrom den Zeitver-
lauf I==Io.sin:nt hatte?

Lésung: I,-sinwt in den Zeitintervallen [2nn/fe, (2041 )n/fn]) 02,

gl 0 in den Zeitintervallen [@n#l)r/s,Cn+i)n/a],n€2.

s
R

ot S I
%f‘\b‘.\’“ﬁu& h.ﬁ.. mxz’x&




-87-

Analytische Geometrie.

2

{23) Hohlspiegslgleichung. Die zegenseitige Abhidngigkelt von Cegen-

standaweite g und Bildweite b, ausgadricki ia Je HJonlsgpiegzlgleichung

o‘q—ﬁ

¢-+%==%, £ = r/2 = Bréennweite des sphirischen Tohlspiegels, 148% sich
mit Hilfe des abgebildeten Nomogramms anumerisch avlesen. Dies ist zu
heweisen!

Losungs Die Gleichung einsr Geraden mit dea Achsenabschnitten g,

ihy, dann ist dis Gleichung

b
w

A
f=ie

laubet 24-%==1a Liegt der Punki P(f,{

liefert diec dohlspie=

4
Lt~

f.f :3 . kit
L+ erfillt, Beiderssitige Division durch

gelgleichung, wzbw.,

{30) Fokaleisenaschaft. Lichistrahlen, die, von 2inem Brenanpuakt
2 2 by

der im zweiten Brennpunkt! Dag Beispiel ist altbekannt, es oribrigs
3ich, den Beweis hier augzufilhren.

(31) Pokaleizenschaft, Lichtstwrahlen, die, vom Breanpunit 2iner

Parabel ausagehend, an ihr reflekitisrt werden, wverlaufen danach pa=
yallel zur Parabelachse! Auch dieser Bewels darl hier Ubergangen
warden,

Differentialrechnunsg

Wand a»PA R A Apsw Yoo dam Tambpdom wenm davw Oiialias
Wand srfolt 36, dad der Jeg de=s Licmtes vun dey OGuellie

ddraus das Reflezionsgesetz her! (S. Abb.)

Atnas 3 - 3B e o - Do Uk, YRR DL DS, e - Dy T2 Aty
sp der in diesem Palls glesichbleibenden lich

33 e b omeriles A8 3 . s T S T, )
«,L_gg.:'x.e,i. L _‘.’,z AW A L2 ‘e 3 3’5.@“13{1 & & Q 23 .' CLa8 o2t J_Lua._. R £ , Lwd 3 IWALCREAA W

: ,5
and A: s ,Ja «&1 J «&(b %) -+ Hin.
=X _b=x
4R R®”A

Unter den zegebenen Bedingungen folgt daraus a =3, wzbw, Die Unter=—

= 0= sina=-3in3=0,

suchung von 8" mdge hier unterbleiben.




{33) Pormat=Prinzip. Disselbe Fragestellung wis in (32) 4r den g
mersang von Licht aus sinem Medinm 1 in 2ia andewes II, venn sich

ssine {Phasen-)geschwindigkeit dabein von ¢y anf o, Hndert. {3.Abb. )

Das Bdrschungsgesais lst daraus abzuleiten!

Tomung: &= 0B/e, + BA/e, = vl-ﬁ 3222 ¢ - (=232 + o2 » Hin.
2 ?
2 = x b =0 M ’M fggbw. & ]

@ ?

Die TUntersuchung von %° 28ge untarblsiben.

’13@).§ggigbaweggvv. Die 2lsmentars Herleiiung des Aunsdrucks filr dia
Zaatripeialbeschlsunigung sines »i% veastanter Yinkslgsachwindigkelt »
@ dsn Duakt A ia Abstand r roiiscendsn Tdrpers X 13t methodisch
sehmierig, veil au? dor zustindigen Zshylatule nceh aichy difderenszisrt
yarden kann, 18 Natheoatikunierrical s0l1lte daher spitawr an disser
Zeimpiel die LeistungsiZhigkall der Iafinlissizalrechnong sufgeseizd

sarden. Bine treffends Antvert auf die Frage: *Yozn 13% das zut?™! |

1 o v o (Foc08 B By g oo (=@ 8in E R4 ~4ay
éﬁg@wE‘s”’(r,ainf@t) = (), ¥= { 8 COS 533 «) 1 8.

, 2
a = ? - (‘“’Tﬂ o BCHE ﬂg) 1@2(3) = 1@2? i

w2, 8in 3t

135) Schwarkvaft. Ta wieviel is3 sim #=10%-7lugzeny in b= 10%a

IBhe leichisr als aul N.H.? Dis Bewichtskvaft auf die Pagse @ 1a

Abstand ¢ vom Brdzentyum 1st ?‘swgijjé " ?3135;3?;@@3kms33?d?adiuse

-~ 2% ugrt = 9
Eﬂ&@gﬁﬂ§”Eyba‘gg mi%?mf@@a?g£Wghw?@aa&

T

D

AP = -QWS/?Q, ﬂ?/?g = a?h/n‘@ = 0,0031.
Daa Tlugzeug wird um ca. 0,3% laichier, d.3. F0O 4.
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" Integralrechnung mit Wahrscheinlichkeit

(356) $==C.(21+3x2) aei die Wahrscheinlichkeitsdichte einer konti-
ierlichen Verteilung im Intervall {0,2]. Yie zro8 ist die Wahr-

gcheinlichkeit fuir das Eintreten eines Breigmnisses im Teilintervall

1
[2'1]? 2 ;
Lésung: Wegen £de=.1 liefert diese Normierung den VWert von C. ;
2 2 1 1 ) 13
1=C‘r {2x + 3x Ydax=12.C = C=1/‘2. ‘p(?,!)zrz 9 (2X+3x“)dx:§6=0'135 ]
0 1/2 \

Bemerkung: Die Wahrscheinlichkeitsdichte spielt in der Wirmelehre und
in der Quantenphysik 2ine wichtige Rolle. ihnliche Aufgaben wie diese

anterstiitzen den Physiklehrer sehr!

OSTR. Dr. Walter Kranzer
Aslangasse 2/4
1190 Wien
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